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�±«¨ ¢ ª ª®©-²® ±¨±²¥¬¥ ¨¬¥¥² ¬¥±²® ·¥°¥¤®¢ ­¨¥ ±² ¤¨© (´ §)
°¥£³«¿°­®£® ¨ µ ®²¨·¥±ª®£® ¯®¢¥¤¥­¨¿, ²® £®¢®°¿² ® ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®-
±²¨. � ¯°¨¬¥°, ¢ £¨¤°®¤¨­ ¬¨·¥±ª¨µ ²¥·¥­¨¿µ ¢±²°¥· ¥²±¿ ¯¥°¥-
¬¥¦ ¾¹ ¿±¿ ²³°¡³«¥­²­®±²¼, ª®£¤  ²¥·¥­¨¥ ®¤­®¢°¥¬¥­­® ¨¬¥¥²
¢ ®¤­¨µ ¯°®±²° ­±²¢¥­­»µ ®¡« ±²¿µ ¯« ¢­»©, « ¬¨­ °­»©,   ¢
¤°³£¨µ | ­¥°¥£³«¿°­»©, ²³°¡³«¥­²­»© µ ° ª²¥°.

� ª®­²¥ª±²¥ ¤¨­ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬ ²¥°¬¨­ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼ ( ­-
£«¨©±ª¨© ½ª¢¨¢ «¥­² intermittency), ¢®¸¥« ¢ ®¡¨µ®¤ ¯®±«¥ ®¯³-
¡«¨ª®¢ ­­®© ¢ 1980 £. ° ¡®²» ´° ­¶³§-
±ª¨µ ¨±±«¥¤®¢ ²¥«¥© �®¬® ¨ � ­­¥¢¨««¿
(Pomeau, Manneville, 1980). �­¨ ³ª § «¨
²°¨ ²¨¯  ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¨, ª®²®°»¥ ¬®£³²
±®¯°®¢®¦¤ ²¼ ¯¥°¥µ®¤ ®² ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®£®
¤¢¨¦¥­¨¿ ª µ ®±³ (±¬. «¥ª¶¨¾ 14).

�¨±. 17.1. � ¬¥µ ­¨§¬³
¢®§­¨ª­®¢¥­¨¿ ¯¥°¥¬¥-
¦ ¥¬®±²¨ ²¨¯  I

� ¨¡®«¥¥ ° ±¯°®±²° ­¥­­®© ¿¢«¿¥²±¿
¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼ ²¨¯  I, ª®²®° ¿ ¨ ¡³¤¥²
®±­®¢­»¬ ¯°¥¤¬¥²®¬ ®¡±³¦¤¥­¨¿ ¢ ¤ ­-
­®© «¥ª¶¨¨. � ¯®¬­¨¬, ·²® ¥¥ ¢®§­¨ª­®-
¢¥­¨¥  ±±®¶¨¨°³¥²±¿ ± ª ± ²¥«¼­®© ¡¨´³°-
ª ¶¨¥© ¨ ¯®¿¢«¥­¨¥¬ Àª®°¨¤®° Á ­  ¬¥±²¥
¨±·¥§­³¢¸¨µ ¯®±«¥ ±«¨¿­¨¿ ³±²®©·¨¢®© ¨
­¥³±²®©·¨¢®© ²®·¥ª (¶¨ª«®¢). �°¥¤¯®« -
£ ¥²±¿, ·²® ¯®±«¥ ¯°¥¡»¢ ­¨¿ ¢ ³¤ «¥­­»µ ®¡« ±²¿µ ´ §®¢®£® ¯°®-
±²° ­±²¢ , £¤¥ ¤¨­ ¬¨ª  ±«®¦­ ¿ ¨ ­¥°¥£³«¿°­ ¿, ±¨±²¥¬  ¢±¥£¤ 
¢®§¢° ¹ ¥²±¿ ¢ ¨±µ®¤­³¾ ®¡« ±²¼ (°¥¨­¦¥ª¶¨¿) ¨ ¤®«¦­  ±­®¢  ¨
±­®¢  ¯°®µ®¤¨²¼ ·¥°¥§ Àª®°¨¤®°Á (°¨±. 17.1).

17.1. �¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼ ²¨¯  I: ¯°¨¬¥°»

�«¥¤³¿ �®¬® ¨ � ­­¥¢¨««¾, ° ±±¬®²°¨¬ ¤¨­ ¬¨ª³ ¬®¤¥«¨ �®-
°¥­¶ 

_x = �(y � x); _y = rx� y � xz; _z = �bz + xy (17.1)

¯°¨ � = 10, b = 8=3 ¨ §­ ·¥­¨¿µ r ¢ ­¥ª®²®°®¬ ¤¨ ¯ §®­¥ ¢¡«¨§¨
166. �  °¨±. 17.2 ¯®ª § ­» ¯®«³·¥­­»¥ ­  ª®¬¯¼¾²¥°¥ § ¢¨±¨-
¬®±²¨ ¤¨­ ¬¨·¥±ª®© ¯¥°¥¬¥­­®© ®² ¢°¥¬¥­¨. �  °¨±. 17.3 ¯°¨-
¢¥¤¥­» ´ §®¢»¥ ¯®°²°¥²», ¢»¯®«­¥­­»¥ ¢ ²¥µ­¨ª¥ ª®¤¨°®¢ ­¨¿
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²®­ ¬¨ ±¥°®£® ¶¢¥²  ¢ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ¢¥°®¿²­®±²¼¾ ¯°¥¡»¢ ­¨¿
¨§®¡° ¦ ¾¹¥© ²®·ª¨ ¢ ²¥µ ¨«¨ ¨­»µ ®¡« ±²¿µ.

�¨±. 17.2. �°¥¬¥­­»¥ § ¢¨±¨¬®±²¨ ¤¨­ ¬¨·¥±ª®© ¯¥°¥¬¥­­®© x ¢ ±¨±²¥¬¥ �®-
°¥­¶ , ¨««¾±²°¨°³¾¹¨¥ ¯¥°¥µ®¤ ª µ ®±³ ·¥°¥§ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼: � = 10, b = 8=3,
r = 166 ( ), 166;12 (¡), 166;24 (¢)

�°¨ r = 166 °¥ «¨§³¥²±¿ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨© °¥¦¨¬, ª®²®°®¬³ ¢
´ §®¢®¬ ¯°®±²° ­±²¢¥ ®²¢¥· ¥² ¯°¥¤¥«¼­»© ¶¨ª«. �°¨ r ­¥¬­®£®
¡®«¼¸¥¬ ½²®© ¢¥«¨·¨­», ­ ¡«¾¤ ¾²±¿ ¤«¨²¥«¼­»¥ ¢°¥¬¥­­»¥

�¨±. 17.3. � §®¢»¥ ¯®°²°¥²»  ²²° ª²®°  ¢ ¯°®¥ª¶¨¨ ­  ¯«®±ª®±²¼ ¯¥°¥¬¥­­»µ
x, y, ¨««¾±²°¨°³¾¹¨¥ ¯¥°¥µ®¤ ª µ ®±³ ·¥°¥§ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼ ¢ ±¨±²¥¬¥ �®°¥­¶ :
� = 10, b = 8=3, r = 166 ( ), 166;24 (¡)
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³· ±²ª¨ °¥£³«¿°­®£®, ¯®·²¨ ¯¥°¨®¤¨·¥±ª®£® ¤¢¨¦¥­¨¿ | « ¬¨-
­ °­»¥ ±² ¤¨¨, ª®²®°»¥ ¯¥°¥¬¥¦ ¾²±¿ ®²­®±¨²¥«¼­® ­¥¯°®¤®«¦¨-
²¥«¼­»¬¨ ²³°¡³«¥­²­»¬¨ ¢±¯«¥±ª ¬¨. �¥¬ ¤ «¼¸¥ ¬» ¯® ¯ ° ¬¥-
²°³ ®² ²®·ª¨ ¢®§­¨ª­®¢¥­¨¿ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¨, ²¥¬ ª®°®·¥ « ¬¨­ °-

�¨±. 17.4. �²®¡° ¦¥­¨¥ ¢®§¢° ² 
¤«¿ ¯¥°¥¬¥­­®© y ±¨±²¥¬» �®-
°¥­¶  ¢ °¥¦¨¬¥ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®-
±²¨: � = 10, b = 8=3, r = 166;2.
�¥ª³¹ ¿ ¯®¢¥°µ­®±²¼ x = 0

­»¥ ±² ¤¨¨. �  ´ §®¢®¬ ¯®°²°¥²¥
¬®¦­® ¢¨¤¥²¼ ¿°ª® ¯°®°¨±®¢ ­­³¾
®¡« ±²¼, ¡«¨§ª³¾ ¯® ´®°¬¥ ª ¨±·¥§-
­³¢¸¥¬³ ¯°¥¤¥«¼­®¬³ ¶¨ª«³. � ½²®©
®¡« ±²¨ ¯°®²¥ª ¥² ¤¨­ ¬¨ª  ­  « -
¬¨­ °­»µ ±² ¤¨¿µ. �±² «¼­ ¿ · ±²¼
¯®°²°¥² , ¯°®°¨±®¢ ­­ ¿ ¡«¥¤­»¬¨
²®­ ¬¨, ±®®²¢¥²±²¢³¥² ²³°¡³«¥­²­»¬
±² ¤¨¿¬.

�²®¡» ¯°®¿±­¨²¼ ¬¥µ ­¨§¬ ¢®§-
­¨ª­®¢¥­¨¿ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¨ ¢ ±¨±²¥-
¬¥ �®°¥­¶ , ®¡° ²¨¬±¿ ª ¯®±²°®¥­¨¾
±¥·¥­¨¿ �³ ­ª °¥ ¨ ¢»¡¥°¥¬ ¢ ª ·¥-
±²¢¥ ±¥ª³¹¥© ¯®¢¥°µ­®±²¨ ¯«®±ª®±²¼
x = 0. �³±²¼ (yn; zn) | ¯®±«¥¤®¢ -
²¥«¼­®±²¼ ²®·¥ª, ¢ ª®²®°»µ ´ §®¢ ¿
²° ¥ª²®°¨¿ ¯¥°¥±¥ª ¥²±¿ ± ½²®© ¯«®±-
ª®±²¼¾. �  °¨±. 17.4 ¯®ª § ­  § ¢¨-
±¨¬®±²¼ yn+1 ®² yn ¢ °¥¦¨¬¥ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¨. �¨¤­®, ·²® ¢ ¢»-
¡° ­­®¬ ¨­²¥°¢ «¥ ²®·ª¨ ° ±¯®« £ ¾²±¿ ¢¤®«¼ £« ¤ª®© ª°¨¢®©, ¯®-
·²¨ ª ± ¾¹¥©±¿ ¡¨±±¥ª²°¨±». (�¥¬ ¡«¨¦¥ ¬» ª ²®·ª¥ ¢®§­¨ª­®-
¢¥­¨¿ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¨, ²¥¬ ±¨²³ ¶¨¿ ¡«¨¦¥ ª ª ± ­¨¾.) � ª¨¬
®¡° §®¬, ­ «¨¶® ¯°¨±³²±²¢¨¥ µ ° ª²¥°­®£® ¤«¿ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¨
²¨¯  I Àª®°¨¤®° Á ­  ¨²¥° ¶¨®­­®© ¤¨ £° ¬¬¥, £¤¥ ¨§®¡° ¦ ¾-
¹ ¿ ²®·ª  ¯°®¢®¤¨² ®±­®¢­®¥ ¢°¥¬¿,   ¨¬¥­­®, ­  ¯°®²¿¦¥­¨¨
« ¬¨­ °­»µ ±² ¤¨©.

�²®°®© ¯°¨¬¥° | «®£¨±²¨·¥±ª®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥

xn+1 = f(xn); f(x) = 1� �x2: (17.2)

� ª ¨§¢¥±²­®, ¢ ®¡« ±²¨ � > �c = 1;401155: : : ­ °¿¤³ ± ®¡« -
±²¿¬¨ µ ®±  ¨¬¥¥²±¿ ¬­®¦¥±²¢® ®ª®­ ³±²®©·¨¢®±²¨ | ¨­²¥°¢ «®¢
¯ ° ¬¥²° , £¤¥ °¥ «¨§³¥²±¿  ²²° ª²®° ¢ ¢¨¤¥ ³±²®©·¨¢®£® ¶¨ª« 
²®£® ¨«¨ ¨­®£® ®¯°¥¤¥«¥­­®£® ¯¥°¨®¤  (°¨±. 17.5). �°¨ ¢»µ®¤¥ ¨§
®ª­  ³±²®©·¨¢®±²¨ ¢ ±²®°®­³ ³¢¥«¨·¥­¨¿ ¯ ° ¬¥²°  ¬®¦­® ­ ¡«¾-
¤ ²¼ ª ±ª ¤ ³¤¢®¥­¨© ¯¥°¨®¤  ­  ¡ §¥ ¨±µ®¤­®£® ¶¨ª« ,   ¢»µ®¤ ¢
±²®°®­³ ³¬¥­¼¸¥­¨¿ ¯ ° ¬¥²° , ª ª ®ª §»¢ ¥²±¿, ±®¯°®¢®¦¤ ¥²±¿
¢®§­¨ª­®¢¥­¨¥¬ µ ®±  ·¥°¥§ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼.

� ±±¬®²°¨¬ ± ¬®¥ ¸¨°®ª®¥ ®ª­®, ­¨¦­¿¿ £° ­¨¶  ª®²®°®£®
° ±¯®«®¦¥­  ¯°¨ � = 1;75 (°¨±. 17.5). � ½²®¬ ®ª­¥ °¥ «¨§³¥²±¿
¶¨ª« ¯¥°¨®¤  3, ¨²¥° ¶¨®­­ ¿ ¤¨ £° ¬¬  ª®²®°®£® ¯°¨¢¥¤¥­  ­ 
°¨±³­ª¥ ±¯° ¢ . �²®¡» ¯®­¿²¼, ·²® ¯°®¨±µ®¤¨² ± ½²¨¬ ¶¨ª«®¬ ¯°¨
³¬¥­¼¸¥­¨¨ �, ¯®±²°®¨¬ £° ´¨ª ®²®¡° ¦¥­¨¿ §  ²°¨ ¸ £  ¨²¥° -
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¶¨©, f3(x) = f
�
f(f(x))

�
¯°¨ � ­¥¬­®£® ¡®«¼¸¥¬, ° ¢­®¬, ¨ ­¥-

¬­®£® ¬¥­¼¸¥¬ ¡¨´³°ª ¶¨®­­®£® §­ ·¥­¨¿ 1;75. �®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥

�¨±. 17.5. �¨´³°ª ¶¨®­­ ¿ ¤¨ £° ¬¬  «®£¨±²¨·¥±ª®£® ®²®¡° ¦¥­¨¿ ¢ § ª°¨²¨-
·¥±ª®© ®¡« ±²¨ (±«¥¢ ) ¨ ¨²¥° ¶¨®­­ ¿ ¤¨ £° ¬¬ , ®²¢¥· ¾¹ ¿ ®ª­³ ¯¥°¨®¤  3
(±¯° ¢ ). �¨¦­¿¿ £° ­¨¶  ®ª­  ° ±¯®« £ ¥²±¿ ¯°¨ � = 1;75; ¯°¨ ¯¥°¥µ®¤¥ ·¥°¥§
­¥¥ ¢ ±²®°®­³ ³¬¥­¼¸¥­¨¿ � ¢®§­¨ª ¥² ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼

¤¨ £° ¬¬» ¯°¨¢¥¤¥­» ­  °¨±. 17.6, ¯°¨·¥¬ ´° £¬¥­², ¯°¥¤±² -
¢«¿¾¹¨© ®±­®¢­®© ¨­²¥°¥±, ¯®ª § ­ ¢ ³¢¥«¨·¥­­®¬ ¢¨¤¥ (¯° ¢ ¿
· ±²¼ °¨±³­ª ). �±­®, ·²® ¨¬¥¥² ¬¥±²® ª ± ²¥«¼­ ¿ ¡¨´³°ª ¶¨¿:
¢ °¥§³«¼² ²¥ ±«¨¿­¨¿ ³±²®©·¨¢®© ¨ ­¥³±²®©·¨¢®© ²®·¥ª (¤«¿ ¨±-

�¨±. 17.6. �° ´¨ª «®£¨±²¨·¥±ª®£® ®²®¡° ¦¥­¨¿ §  ²°¨ ¸ £  ¨²¥° ¶¨¨ ¯°¨
� = 1;745 (¢¥°µ­¿¿ ª°¨¢ ¿), 1;755 (­¨¦­¿¿ ª°¨¢ ¿) ¨ 1;750, ·²® ±®®²¢¥²±²¢³¥²
ª ± ²¥«¼­®© ¡¨´³°ª ¶¨¨

µ®¤­®£® ®²®¡° ¦¥­¨¿ | ¶¨ª«®¢ ¯¥°¨®¤  3) ®¡° §³¥²±¿ Àª®°¨¤®°Á.
�¨±. 17.7 ¨««¾±²°¨°³¥² § ¢¨±¨¬®±²¼ ¤¨­ ¬¨·¥±ª®© ¯¥°¥¬¥­­®©
®² ¤¨±ª°¥²­®£® ¢°¥¬¥­¨ ¤«¿ ²°¥µ §­ ·¥­¨© ¯ ° ¬¥²°  �. �¥°¢ ¿
¤¨ £° ¬¬  ®²¢¥· ¥² °¥£³«¿°­®¬³ °¥¦¨¬³ | ¶¨ª«³ ¯¥°¨®¤  3, ¢²®-
° ¿ ¨ ²°¥²¼¿ ¤¥¬®­±²°¨°³¾² ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼. �  « ¬¨­ °­»µ
±² ¤¨¿µ ¯®¢¥¤¥­¨¥ ¯®µ®¦¥ ­  ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨© °¥¦¨¬, ®¤­ ª® ¡®-
«¥¥ ²¹ ²¥«¼­»©  ­ «¨§ ¢»¿¢«¿¥² ¯°¨±³²±²¢¨¥ ¬¥¤«¥­­® ­ ª ¯-
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«¨¢ ¾¹¨µ±¿ ¢®§¬³¹¥­¨©. �²®² ¯°®¶¥±± § ¢¥°¸ ¥²±¿ ¯®¿¢«¥­¨¥¬
²³°¡³«¥­²­®£® ¢±¯«¥±ª . �®±«¥ ½²®£® ¢­®¢¼ ¢®§­¨ª ¥² « ¬¨­ °­ ¿
±² ¤¨¿, § ²¥¬ ¢­®¢¼ ²³°¡³«¥­²­»© ¢±¯«¥±ª ¨ ². ¤., ¯°¨·¥¬ ¯°®¬¥-
¦³²ª¨ ¢°¥¬¥­¨ ¬¥¦¤³ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­»¬¨ ¢±¯«¥±ª ¬¨ ­¥ ¯®¢²®°¿-
¾²±¿,   ®ª §»¢ ¾²±¿ ±«³· ©­»¬¨. � ¦¤»© ²³°¡³«¥­²­»© ¢±¯«¥±ª
±®¯°®¢®¦¤ ¥²±¿ ±¡®¥¬ ´ §» ª®«¥¡ ­¨© ¡«¨§ª¨µ ª ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¬

�¨±. 17.7. � ¢¨±¨¬®±²¼ ¯¥°¥¬¥­­®© x ®² ¤¨±ª°¥²­®£® ¢°¥¬¥­¨ n ¤«¿ «®£¨±²¨·¥-
±ª®£® ®²®¡° ¦¥­¨¿ ¯°¨ ¢»µ®¤¥ ¯® ¯ ° ¬¥²°³ ¨§ ®ª­  ¯¥°¨®¤  3 ± ¢®§­¨ª­®¢¥­¨¥¬
¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¨

­  « ¬¨­ °­»µ ±² ¤¨¿µ. �°¥¤­¿¿ ¯°®¤®«¦¨²¥«¼­®±²¼ « ¬¨­ °-
­»µ ±² ¤¨© ³¬¥­¼¸ ¥²±¿ ¯°¨ ³¤ «¥­¨¨ ®² ¯®°®£  ª ± ²¥«¼­®© ¡¨-
´³°ª ¶¨¨,   ¯°¨ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¨ ª ­¥¬³ ±²°¥¬¨²±¿ ª ¡¥±ª®­¥·­®±²¨.

�§¢¥±²­®, ·²® ¯°¨±³¹¨© «®£¨±²¨·¥±ª®¬³ ®²®¡° ¦¥­¨¾ ²¨¯ ¤¨-
­ ¬¨ª¨ ± ¯¥°¥µ®¤®¬ ª µ ®±³ ·¥°¥§ ³¤¢®¥­¨¿ ¯¥°¨®¤  ¨ ±®®²¢¥²-
±²¢³¾¹¨¬ ³±²°®©±²¢®¬ ¯°®±²° ­±²¢  ¯ ° ¬¥²°®¢ ¢±²°¥· ¥²±¿ ¢
®£°®¬­®¬ ª®«¨·¥±²¢¥ ­¥«¨­¥©­»µ ¤¨±±¨¯ ²¨¢­»µ ±¨±²¥¬, ®²­®-
±¿¹¨µ±¿ ª ´¥©£¥­¡ ³¬®¢±ª®¬³ ª« ±±³ ³­¨¢¥°± «¼­®±²¨. �¥¯°¥-
¬¥­­»¬  ²°¨¡³²®¬ § ª°¨²¨·¥±ª®© ®¡« ±²¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¯°¨±³²±²¢¨¥
®ª®­ ³±²®©·¨¢®±²¨. �»µ®¤ ¦¥ ¨§ ² ª®£® ®ª­  ¢ ®¤­®¬ ¨§ ¤¢³µ ¢®§-
¬®¦­»µ ­ ¯° ¢«¥­¨© ±®¯°®¢®¦¤ ¥²±¿ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼¾, ª ª ¬»
¢¨¤¥«¨ ­  ¯°¨¬¥°¥ «®£¨±²¨·¥±ª®£® ®²®¡° ¦¥­¨¿. �²±¾¤  ±«¥¤³¥²,
·²® ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼ ¤®«¦­  ¡»²¼ ² ª ¦¥ ° ±¯°®±²° ­¥­  ¢ ­¥«¨-
­¥©­»µ ¤¨±±¨¯ ²¨¢­»µ ±¨±²¥¬ µ, ª ª ¨ ª ±ª ¤ ³¤¢®¥­¨© ¯¥°¨®¤ .
� ª ·¥±²¢¥ ¯°¨¬¥°  ­  °¨±. 17.8 ¨««¾±²°¨°³¥²±¿ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼,
­ ¡«¾¤ ¥¬ ¿ ¢ ±¨±²¥¬¥ �¥±±«¥° .

� ­¥¤ ¢­¨µ ° ¡®² µ � °¢¨ � ¯« ­ ,  ¬¥°¨ª ­±ª®£® ¨±±«¥¤®¢ -
²¥«¿ ¨§ �¼¾-�®°ª , ¡»«® ¯®ª § ­®, ®¤­ ª®, ·²® ¤«¿ ¬­®£®¬¥°­»µ
±¨±²¥¬ ±³¹¥±²¢³¥² ¤®¯®«­¨²¥«¼­®¥ ³±«®¢¨¥ °¥ «¨§ ¶¨¨ ¯¥°¥¬¥¦ -
¥¬®±²¨ ²¨¯  I ¯°¨ ¢»µ®¤¥ ¨§ ®ª®­ ¯¥°¨®¤¨·­®±²¨ ¢ § ª°¨²¨·¥±ª®©
®¡« ±²¨ ³¤¢®¥­¨© ¯¥°¨®¤  (Kaplan, 1992, 1993). �­® ±®±²®¨² ¢
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²®¬, ·²® ±²¥¯¥­¼ ±¦ ²¨¿ ´ §®¢®£® ®¡º¥¬  §  µ ° ª²¥°­»© ¢°¥-
¬¥­­®© ¯¥°¨®¤ ¤®«¦­  ¡»²¼ ¤®±² ²®·­® ¢¥«¨ª  (°¨±. 17.9). �«¿

�¨±. 17.8. � ¢¨±¨¬®±²¨ ¤¨­ ¬¨·¥±ª¨µ ¯¥°¥¬¥­­»µ ®² ¢°¥¬¥­¨ ¢ °¥¦¨¬¥ ¯¥°¥-
¬¥¦ ¥¬®±²¨, ª®²®°»© °¥ «¨§³¥²±¿ ¢ ±¨±²¥¬¥ �¥±±«¥°  _x = �y � z, _y = x+ ay,
_z = b+ (x� r)z ¯°¨ a = 0;24, b = 0;2, r = 4;66

®²®¡° ¦¥­¨© ²¨¯  �­® � ¯« ­ ­ ¸¥«, ·²® ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼ Àª« ±-
±¨·¥±ª®£®Á ²¨¯  ¯°¨ ¢»µ®¤¥ ¨§ ®ª­  ¯¥°¨®¤  3 ­ ¡«¾¤ ¥²±¿ ¯°¨
§­ ·¥­¨¿µ ¿ª®¡¨ ­  J = b < 0;00155,   ¯°¨ ¡®«¼¸¨µ §­ ·¥­¨¿µ

�¨±. 17.9. � §®¢»¥ ¯®°²°¥²» ¢ ¯°®¥ª¶¨¨ ­  ¯«®±ª®±²¼ ¯¥°¥¬¥­­»µ x, y, ¨««¾-
±²°¨°³¾¹¨¥ ¯¥°¥µ®¤ ª µ ®±³ ·¥°¥§ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼ ¢ ±¨±²¥¬¥ �¥±±«¥° . �­ ·¥-
­¨¿ ¯ ° ¬¥²°®¢: a = 0;24, b = 0;2, r = 4;68 ( ) ¨ 4;66 (¡)
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µ ° ª²¥° ¯¥°¥µ®¤  ¬¥­¿¥²±¿ | ¢®§­¨ª ¾² ½´´¥ª²» ²¨¯  ¦¥±²ª¨µ
¯¥°¥µ®¤®¢ ¨ £¨±²¥°¥§¨± . � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¯°¨  ­ «¨§¥ ª®­ª°¥²­»µ
±¨±²¥¬ ¯®«¥§­® ¨¬¥²¼ ®¶¥­ª³ ´ ª²®°  ±¦ ²¨¿ ´ §®¢®£® ¯°®±²° ­-
±²¢  §  ¯¥°¨®¤, ·²®¡» ¡»²¼ ³¢¥°¥­­»¬ ¢ ¯° ¢¨«¼­®© ¨­²¥°¯°¥-
² ¶¨¨ °¥¦¨¬®¢ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¨. �«¿ ±¨±²¥¬ �®°¥­¶  ¨ �¥±±«¥° 
±²¥¯¥­¼ ±¦ ²¨¿ §  µ ° ª²¥°­»© ¯¥°¨®¤ ®·¥­¼ ¢¥«¨ª , ² ª ·²® ³±«®-
¢¨¥ � ¯« ­  § ¢¥¤®¬® ¢»¯®«­¿¥²±¿.

� «¨·¨¥ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¨ ­¥ ¢±¥£¤  ®§­ · ¥² µ ®²¨·¥±ª³¾ ¯°¨-
°®¤³ ¢®§­¨ª ¾¹¥£® °¥¦¨¬ . �«¼²¥°­ ²¨¢­ ¿ ¢®§¬®¦­®±²¼ ¨««¾-
±²°¨°³¥²±¿ ­  ¯°¨¬¥°¥ ®²®¡° ¦¥­¨¿ � ±« ¢±ª®£® ­  °¨±. 17.10. �¥-
°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼, °¥ «¨§³¾¹ ¿±¿ ¯°¨ ¢»µ®¤¥ ¨§ ¿§»ª  �°­®«¼¤  ·¥-

�¨±. 17.10. �¥°¥µ®¤ ·¥°¥§ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼ ª ª¢ §¨¯¥°¨®¤¨·¥±ª®¬³ °¥¦¨¬³ ³ ª° ¿
¿§»ª  �°­®«¼¤  ¢ ®²®¡° ¦¥­¨¨ � ±« ¢±ª®£® 'n+1 = 'n + � + k sin 'n + d�n,
�n+1 = d�n + k sin'n ¯°¨ d = 0;3, k = 0;5, �=2� = 0;1136 ( ), 0;1137 (¡),
0;1138 (¢)

°¥§ ¥£® ª° © ¯°¨ ­¥¡®«¼¸¨µ k, µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿ °¥£³«¿°­»¬ ·¥°¥-
¤®¢ ­¨¥¬ « ¬¨­ °­»µ ±² ¤¨© ¨ ±² ¤¨© ¯¥°¥ª«¾·¥­¨¿. � ª²¨·¥-
±ª¨ ½²® ª¢ §¨¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨© °¥¦¨¬. �¥µ ­¨§¬ °¥¨­¦¥ª¶¨¨ ¢ ¤ ­-
­®¬ ±«³· ¥ ®·¥­¼ ¯°®±²®©, ®­ ±¢¿§ ­ ± ¯¥°¨®¤¨·­®±²¼¾ ¯°®±²° ­-
±²¢  ±®±²®¿­¨© ¯® ´ §®¢®© ª®®°¤¨­ ²¥. �°¨·¨­  ®²±³²±²¢¨¿ µ ®± 
±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¯°¨ ¢»¡° ­­®¬ §­ ·¥­¨¨ ¯ ° ¬¥²°  k = 0;5
¤¨­ ¬¨ª  ­  ±² ¤¨¿µ ¯¥°¥ª«¾·¥­¨¿ ­¥ ®¡« ¤ ¥² ¢»±®ª®© ·³¢±²¢¨-
²¥«¼­®±²¼¾ ¯® ®²­®¸¥­¨¾ ª ¢®§¬³¹¥­¨¿¬ ­ · «¼­»µ ³±«®¢¨©.

17.2. �¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼ ²¨¯  I: ²¥®°¨¿

�¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼ ¢®§­¨ª ¥² ¢ ¬®¬¥­² ª ± ²¥«¼­®© ¡¨´³°ª ¶¨¨,
±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ §­ ·¥­¨¥ ¯ ° ¬¥²°  ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ª°¨²¨·¥±ª®©
²®·ª®©. �°¨ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¨ ª ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥ ¯°®²¿¦¥­­®±²¼ « -
¬¨­ °­»µ ±² ¤¨© ±²°¥¬¨²±¿ ª ¡¥±ª®­¥·­®±²¨, ² ª ·²® ®­¨ ±®±² -
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¢«¿¾² ®±­®¢­³¾, ¯®¤ ¢«¿¾¹³¾ · ±²¼ ¢°¥¬¥­¨ ­ ¡«¾¤¥­¨¿. �±«¨
° ±±¬®²°¥²¼ ®·¥­¼ ³§ª¨© ¨­²¥°¢ « ¯® ¯ ° ¬¥²°³, ­  ª° ¾ ª®²®°®£®
­ µ®¤¨²±¿ ª°¨²¨·¥±ª ¿ ²®·ª , ²® ¢ ¥£® ¯°¥¤¥« µ ¯°®²¿¦¥­­®±²¼
« ¬¨­ °­»µ ±² ¤¨© ¡³¤¥² ¬¥­¿²¼±¿ ¢¥±¼¬  §­ ·¨²¥«¼­®. � ²® ¦¥
¢°¥¬¿, ¢ ±¨«³ ¬ «®±²¨ ¢ °¨ ¶¨¨ ¯ ° ¬¥²° , ¨§¬¥­¥­¨¥¬ µ ° ª²¥° 
¤¨­ ¬¨ª¨ ­  ²³°¡³«¥­²­»µ ±² ¤¨¿µ ¬®¦­® ¯°¥­¥¡°¥·¼. �«¥¤®¢ -
²¥«¼­®, ± ¬ ¯® ±¥¡¥ ¯¥°¥µ®¤ ­¥ ±®¯°®¢®¦¤ ¥²±¿ ¨§¬¥­¥­¨¥¬ ±²°³ª-
²³°» ²³°¡³«¥­²­»µ ¢±¯«¥±ª®¢. �®½²®¬³ ²¥®°¥²¨·¥±ª¨©  ­ «¨§ ±®¡-
±²¢¥­­® ¯¥°¥µ®¤  ¤®«¦¥­ ¡»²¼ ±ª®­¶¥­²°¨°®¢ ­ ­  ¨§³·¥­¨¨ « -
¬¨­ °­»µ ±² ¤¨© (Pomeau, Manneville, 1980; B.Hu, J.Rudnik,
1982, 1986).

� ±±¬®²°¨¬ ¬®¤¥«¼­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ ±«¥¤³¾¹¥£® ¢¨¤ :

x0 = x+ "+ x2; (17.3)

£¤¥ " | ³¯° ¢«¿¾¹¨© ¯ ° ¬¥²°. �°¨ " < 0 ®­® ¨¬¥¥² ¯ °³ ­¥-
¯®¤¢¨¦­»µ ²®·¥ª, ³±²®©·¨¢³¾ ¨ ­¥³±²®©·¨¢³¾. �°¨ ª°¨²¨·¥±ª®¬
§­ ·¥­¨¨ " = 0 ½²¨ ²®·ª¨ ±«¨¢ ¾²±¿, § ²¥¬ ¨±·¥§ ¾², ¨ ­  ¨µ
¬¥±²¥ ¯°¨ " > 0 ®¡° §³¥²±¿ Àª®°¨¤®°Á.

�±«¨ " ¯®«®¦¨²¥«¼­® ¨ ®·¥­¼ ¬ «®, ²® ¯°®µ®¦¤¥­¨¥ ·¥°¥§ ª®°¨-
¤®° § ­¨¬ ¥² ®·¥­¼ ¡®«¼¸®¥ ·¨±«® ¸ £®¢ ¨²¥° ¶¨© ®²®¡° ¦¥­¨¿
(17.3). �°¨ ½²®¬ ¨§¬¥­¥­¨¥ ¯¥°¥¬¥­­®© x §  ®¤¨­ ¸ £ ­¥§­ ·¨-
²¥«¼­®, ·²® ¯®§¢®«¿¥² ¯¥°¥©²¨ ®² ° §­®±²­®£® ³° ¢­¥­¨¿ ª ¤¨´´¥-
°¥­¶¨ «¼­®¬³. �®«®¦¨¬

x0 � x

�t
�=

dx

dt
; (17.4)

£¤¥ �t = 1. �®£¤  ³° ¢­¥­¨¥ (17.3) ¯¥°¥¯¨¸¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥

_x = "+ x2: (17.5)

� ±±¬®²°¨¬ ±­ · «  ±¨²³ ¶¨¾ ²®·­® ¢ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥, " =
= 0. �° ¢­¥­¨¥ _x = x2 ¡¥§ ²°³¤  ¨­²¥£°¨°³¥²±¿: dx=x2 = dt,
�1=x = t+C. �»¡¨° ¿ ª®­±² ­²³ C ² ª, ·²®¡» ¯®¤·¨­¨²¼ °¥¸¥-
­¨¥ ­ · «¼­®¬³ ³±«®¢¨¾ xjt=0 = x0, ¯®«³· ¥¬

x(t) =
x0

1� x0t
= Ft(x0): (17.6)

�²¬¥²¨¬, ·²® ¯°¨ «¾¡®¬ ¯®«®¦¨²¥«¼­®¬ ­ · «¼­®¬ §­ ·¥­¨¨ x0
°¥¸¥­¨¥ ³µ®¤¨² ­  ¡¥±ª®­¥·­®±²¼ §  ª®­¥·­®¥ ¢°¥¬¿: ¬®¤¥«¼ (17.5),
ª ª ¨ (17.3), ¯°¨£®¤­  ¤«¿ ®¯¨± ­¨¿ ®¯°¥¤¥«¥­­®© ±² ¤¨¨ ¯°®-
¶¥±± , ­® ­¥ ¤¨­ ¬¨ª¨ ¢ ¶¥«®¬.

�³­ª¶¨¿ Ft(x) ®¯°¥¤¥«¿¥² ®¯¥° ²®° ½¢®«¾¶¨¨ §  ¢°¥¬¿ t. �®-
¢®ª³¯­®±²¼ ² ª¨µ ®¯¥° ²®°®¢, ®²¢¥· ¾¹¨µ ° §­»¬ §­ ·¥­¨¿¬ ¯ -
° ¬¥²°  t, ®¡° §³¥² ­¥¯°¥°»¢­³¾ £°³¯¯³ (£°³¯¯³ �¨). �±­®¢­®¥
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£°³¯¯®¢®¥ ±¢®©±²¢® ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¯°¨¬¥­¥­¨¥ ®¯¥° ²®°  ½¢®-
«¾¶¨© §  ¢°¥¬¿ �1 ¨ § ²¥¬ ®¯¥° ²®°  ½¢®«¾¶¨¨ §  ¢°¥¬¿ �2 ¯°¨¢®-
¤¨² ª ² ª®¬³ ¦¥ °¥§³«¼² ²³, ª ª ¯°¨¬¥­¥­¨¥ ®¯¥° ²®°  ½¢®«¾¶¨¨
§  ¢°¥¬¿ �1 + �2:

F�2

�
F�1(x)

�
= F�1+�2(x): (17.7)

�¥©±²¢¨²¥«¼­®,

F�2

�
x

1� �1x

�
=

x=(1� �1x)

1� �2x=(1� �1x)
=

x

1� (�1 + �2)x
= F�1+�2(x):

(17.8)

�³±²¼ ²¥¯¥°¼ " > 0. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¨¬¥¥¬
R
dx=("+ x2) =

R
dt,

®²ª³¤  "�1=2 arctg ("�1=2x) = t+C. �®¤·¨­¿¿ °¥¸¥­¨¥ ­ · «¼­®¬³
³±«®¢¨¾ xjt=0 = x0, ­ µ®¤¨¬

x(t) =
x0 + "1=2 tg ("1=2t)

1� x0"�1=2 tg ("1=2t)
= Ft(x0; "): (17.9)

� ª ¬®¦­® ¯°®¢¥°¨²¼, ®¯¥° ²®° ½¢®«¾¶¨¨ (17.9) ² ª¦¥ ³¤®¢«¥²¢®-
°¿¥² £°³¯¯®¢®¬³ ±¢®©±²¢³ (17.7).

�®±ª®«¼ª³ ­ ± ¡®«¼¸¥ ¢±¥£® ¨­²¥°¥±³¥²  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨ ¬ « ¿
®ª°¥±²­®±²¼ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨, ° §«®¦¨¬ ¢»° ¦¥­¨¥ (17.9) ¢ °¿¤
�¥©«®°  ¯® ¯ ° ¬¥²°³ ", ³¤¥°¦¨¢ ¿ ·«¥­ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª . �¥§³«¼-
² ² ¢»£«¿¤¨² ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:

F� (x; ") =
x

1� x�
+ "�

1� x� + x2�2=3

(1� x�)2
+ O("2): (17.10)

� ½²®¬ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¨ ½¢®«¾¶¨¿ ­ · «¼­®£® ±®±²®¿­¨¿ x §  ¢°¥¬¿
� ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ®²®¡° ¦¥­¨¥¬

x0 =
x

1� x�
+ "�

1� x� + x2�2=3

(1� x�)2
: (17.11)

�±«¨ ¬» ¯°®¨§¢¥¤¥¬ ¢ ®¡¥¨µ · ±²¿µ ¯®±«¥¤­¥£® ³° ¢­¥­¨¿ § ¬¥­³
x = X=� , ²® ®­® ±¢®¤¨²±¿ ª ¢¨¤³

X 0 =
X

1�X�
+ "�2

1�X +X2=3

(1�X)2
; (17.12)

±®¤¥°¦ ¹¥¬³ ¢ ª ·¥±²¢¥ ¥¤¨­±²¢¥­­®£® ¯ ° ¬¥²°  ª®¬¡¨­ ¶¨¾ "�2.
�°¨ ¨§¬¥­¥­¨¨ ¢°¥¬¥­¨ � ¢ ¯°®¨§¢®«¼­®¥ ·¨±«® ° § 
 ¨ ®¤­®-
¢°¥¬¥­­®¬ ¨§¬¥­¥­¨¨ ¯ ° ¬¥²°  " ¢ 1=
2 ° § ´®°¬  ®¯¥° ²®° 
½¢®«¾¶¨¨ ®±² ¥²±¿ ­¥¨§¬¥­­®©. �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® µ ° ª²¥°­ ¿
¯°®¤®«¦¨²¥«¼­®±²¼ « ¬¨­ °­»µ ±² ¤¨© ³ ¯®°®£  ¢®§­¨ª­®¢¥­¨¿
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¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¨ ¤®«¦­  ¢¥±²¨ ±¥¡¿ ª ª "�1=2. � ½²®¬ ±®±²®¨² ¯°¨-
±³¹¥¥ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¨ ±¢®©±²¢® ±ª¥©«¨­£ . �­® ¤®¯³±ª ¥² ¯°¿¬³¾
¯°®¢¥°ª³ ¢ ½ª±¯¥°¨¬¥­² µ ± ° §«¨·­»¬¨ ±¨±²¥¬ ¬¨ ¨ · ±²® ±«³-
¦¨² ®±­®¢ ­¨¥¬ ¤«¿ ¨­²¥°¯°¥² ¶¨¨ ­ ¡«¾¤ ¥¬®£® ¢ ½ª±¯¥°¨¬¥­²¥
¨«¨ ° ±·¥² µ °¥¦¨¬  ª ª ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¨ ²¨¯  I (°¨±. 17.11).

�¨±. 17.11. �®«³·¥­­ ¿ ¢ ª®¬¯¼¾²¥°­®¬ ½ª±¯¥°¨¬¥­²¥ ±² ²¨±²¨ª  ±°¥¤­¥© ¤«¨-
²¥«¼­®±²¨ « ¬¨­ °­»µ ´ § ¤«¿ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¨ ¢ «®£¨±²¨·¥±ª®¬ ®²®¡° ¦¥­¨¨
¢¡«¨§¨ ª° ¿ ®ª­  ¯¥°¨®¤  3 �0 = 1;75. �  £° ´¨ª¥, ¯®±²°®¥­­®¬ ¢ ¤¢®©­®¬ «®£ -
°¨´¬¨·¥±ª®¬ ¬ ±¸² ¡¥, ¯°¿¬ ¿ ± ­ ª«®­®¬ (�1=2) ®²¢¥· ¥² § ¢¨±¨¬®±²¨ ¢¨¤ 

T±° / (�0 � �)�1=2, ª®²®°³¾ ¯°¥¤±ª §»¢ ¥² ²¥®°¨¿

�¡±³¤¨¬, ª ª ¢¥¤¥² ±¥¡¿ «¿¯³­®¢±ª¨© ¯®ª § ²¥«¼ ¢¡«¨§¨ ²®·ª¨
¯¥°¥µ®¤  ª µ ®±³ ·¥°¥§ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼.

�³±²¼ ¬» ¨¬¥¥¬ ¬ «®¥ ­ · «¼­®¥ ¢®§¬³¹¥­¨¥ ex(0). � ±±¬®-
²°¨¬ ¨­²¥°¢ « ¢°¥¬¥­¨ T , ±®¤¥°¦ ¹¨© ¡®«¼¸®¥ ·¨±«® N ²³°¡³-
«¥­²­»µ ¢±¯«¥±ª®¢ ¨ § ¯¨¸¥¬ ¢»° ¦¥­¨¥ ¤«¿ «¿¯³­®¢±ª®£® ¯®ª -
§ ²¥«¿:

� �=
1

T
ln

����ex(T )ex(0)
���� = ln jex(T )j � ln jex(0)j

NT±°
; (17.13)

£¤¥ T±° | ±°¥¤­¿¿ ¯°®¤®«¦¨²¥«¼­®±²¼ « ¬¨­ °­»µ ±² ¤¨©, ª®-
²®° ¿ ¯°¨ " ! 0 ¢¥¤¥² ±¥¡¿ ª ª "�1=2. �«¥­ ln jex(T )j ¤®±² ²®·­®
®¶¥­¨²¼ ¢ ­³«¥¢®¬ ¯®°¿¤ª¥ ¯® ". �£® ¬®¦­® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ª ª ±³¬¬³
¢ª« ¤®¢ ®² « ¬¨­ °­»µ ¨ ²³°¡³«¥­²­»µ ±² ¤¨©. �ª« ¤ ®² ²³°¡³-

«¥­²­»µ ¢±¯«¥±ª®¢ ¡³¤¥² ¯®°¿¤ª 
NP
i=1

lnAi
�= N lnA, £¤¥ Ai | ´ ª-

²®° ³±¨«¥­¨¿ ¢®§¬³¹¥­¨¿ §  ¢°¥¬¿ i-£® ²³°¡³«¥­²­®£® ¢±¯«¥±ª ,
  ·¥°²®© ®¡®§­ ·¥­® ³±°¥¤­¥­¨¥ ¯® ¢±¥¬ N ¢±¯«¥±ª ¬. �²³ ¢¥«¨-
·¨­³ ¬®¦­® ±·¨² ²¼ ­¥ § ¢¨±¿¹¥© ®² " ¢ ±¨«³ ¤®¯³¹¥­¨¿ ® ²®¬,
·²® ±²°³ª²³°  ²³°¡³«¥­²­»µ ¢±¯«¥±ª®¢ ­¥ ¬¥­¿¥²±¿ ¢ ° ±±¬ ²°¨-
¢ ¥¬®¬ ³§ª®¬ ¨­²¥°¢ «¥ ¨§¬¥­¥­¨¿ ¯ ° ¬¥²° . �«¿ « ¬¨­ °­®©
±² ¤¨¨ ¢»¯¨¸¥¬ ³° ¢­¥­¨¥ ½¢®«¾¶¨¨ ¯¥°¥¬¥­­®© x ¢¬¥±²¥ ± ³° ¢-
­¥­¨¥¬ ¢ ¢ °¨ ¶¨¿µ:

_x = "+ x2; _ex = 2xex; (17.14)
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¯®¤¥«¨¬ ¨µ ¤°³£ ­  ¤°³£  ¨ ¯°®¨­²¥£°¨°³¥¬. �®£¤  ¯®«³· ¥¬
ln jex=ex0j = ln j(x2 + ")=(x20 + ")j �= 2 ln jx=x0j, ² ª ·²® ±³¬¬  ¯®
¢±¥¬ « ¬¨­ °­»¬ ±² ¤¨¿¬ ¤ ±² 2N ln jx=x0j. �®¤±² ¢«¿¿ ¯®«³·¥­-
­»¥ ®¶¥­ª¨ ¢ (17.13) ¢¨¤¨¬, ·²® � �=

�
lnA + 2ln jx=x0j

�
=Tµ ° =

= const=Tµ ° = const � "1=2, ². ¥ ª°¨²¨·¥±ª¨© ¯®ª § ²¥«¼ ¤«¿ «¿-
¯³­®¢±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿ 1=2. �  °¨±. 17.12 ¯®ª § ­ £° ´¨ª § ¢¨-
±¨¬®±²¨ «¿¯³­®¢±ª®£® ¯®ª § ²¥«¿ ®² ¢¥«¨·¨­» ®²±²°®©ª¨ ¯® ¯ -

�¨±. 17.12. �®«³·¥­­ ¿ ¢ ª®¬¯¼¾²¥°­®¬ ½ª±¯¥°¨¬¥­²¥ § ¢¨±¨¬®±²¼ ¯®ª § ²¥«¿
�¿¯³­®¢  ®² ¢¥«¨·¨­» ®²ª«®­¥­¨¿ ¯ ° ¬¥²°  ®² ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ ¤«¿ ¯¥°¥¬¥-
¦ ¥¬®±²¨ ¢ «®£¨±²¨·¥±ª®¬ ®²®¡° ¦¥­¨¨ ¢¡«¨§¨ ª° ¿ ®ª­  ¯¥°¨®¤  3 �0 = 1;75.
�  £° ´¨ª¥, ¯®±²°®¥­­®¬ ¢ ¤¢®©­®¬ «®£ °¨´¬¨·¥±ª®¬ ¬ ±¸² ¡¥, ¯°¿¬ ¿ ± ­ -
ª«®­®¬ 1=2 ®²¢¥· ¥² ²¥®°¥²¨·¥±ª®© § ¢¨±¨¬®±²¨ ¢¨¤  � / (�0 � �)1=2

° ¬¥²°³ ®² ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ ¤«¿ «®£¨±²¨·¥±ª®£® ®²®¡° ¦¥­¨¿
¢¡«¨§¨ ª° ¿ ®ª­  ¯¥°¨®¤  3. � ¤¢®©­®¬ «®£ °¨´¬¨·¥±ª®¬ ¬ ±-
¸² ¡¥ ¢¨¤­®, ·²® ²®·ª¨ µ®°®¸® «®¦ ²±¿ ­  ¯°¿¬³¾ «¨­¨¾ ± ­ -
ª«®­®¬ 1=2, ª ª ¨ ¯°¥¤±ª §»¢ ¥² ²¥®°¨¿.

17.3. �¥­®°¬£°³¯¯®¢®© ¯®¤µ®¤ ª  ­ «¨§³ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¨

�¥®°¥²¨·¥±ª®¬³  ­ «¨§³ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¨ ¬®¦­® ¯°¨¤ ²¼ ´®°-
¬³,  ­ «®£¨·­³¾ ²¥®°¨¨ �¥©£¥­¡ ³¬  (B.Hu, J.Rudnik, 1982;
Hirsch et al., 1982). �»¢®¤», ª®²®°»¥ ¯°¨ ½²®¬ ¯®«³· ¾²±¿, ­¥
¨¤³² ¤ «¼¸¥ ¯°¥¤»¤³¹¥£® ° §¤¥« . �¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥, ¯°¥¤±² ¢«¿¥²
¯°¨­¶¨¯¨ «¼­»© ¨­²¥°¥±, ·²® ®¡  ®·¥­¼ ° §«¨·­»µ ¯® ±¢®¨¬ ¯°®-
¿¢«¥­¨¿¬ ±¶¥­ °¨¿ ¯¥°¥µ®¤  ª µ ®±³, ·¥°¥§ ³¤¢®¥­¨¿ ¯¥°¨®¤  ¨
·¥°¥§ ¯¥°¥¬¥¦ ¥¬®±²¼, ­ µ®¤¿² ®¯¨± ­¨¥ ¢ ° ¬ª µ ®¤­®£® ¨ ²®£®
¦¥ ´®°¬ «¨§¬ . �²® ¢¥¤¥² ª ¨­²¥°¥±­»¬ ±®¯®±² ¢«¥­¨¿¬ ¨  ±-
±®¶¨ ¶¨¿¬, ¨, ¢ ¨²®£¥, ª ¡®«¥¥ £«³¡®ª®¬³ ¯®­¨¬ ­¨¾ ±³¹­®±²¨
¯¥°¥µ®¤  ª µ ®±³.

� ¯¨¸¥¬ ¨±µ®¤­®¥ ®²®¡° ¦¥­¨¥ x0 = x+x2+" ¢ ¢¨¤¥ x0 = f(x)
¨, ±«¥¤³¿ «®£¨ª¥ ° ±±³¦¤¥­¨© «¥ª¶¨¨ 15, ¯®±²°®¨¬ ®¯¥° ²®° ½¢®-
«¾¶¨¨ §  ¤¢  ¸ £  ¨²¥° ¶¨©: x00 = f

�
f(x)

�
. � «¥¥, ¯°®¨§¢¥¤¥¬

¯¥°¥­®°¬¨°®¢ª³ ¤¨­ ¬¨·¥±ª®© ¯¥°¥¬¥­­®©, ¯®¤±² ¢¨¢ ¢ ®¡¥ · -
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±²¨ ¯®±«¥¤­¥£® ±®®²­®¸¥­¨¿ x = X=�. �«¥¤³¥² ¯®¤·¥°ª­³²¼, ·²®
¨±¯®«¼§®¢ ­­®¥ ° ­¥¥ ¯° ¢¨«® ­®°¬¨°®¢ª¨ ´³­ª¶¨© ­  ¥¤¨­¨¶³
¢ ­ · «¥ ª®®°¤¨­ ² ²¥¯¥°¼ ­¥ £®¤¨²±¿, ¯®±ª®«¼ª³ ¢ ª°¨²¨·¥±ª®©
²®·ª¥ f(0) = 0. �¬¥±²® ½²®£® ¬®¦­® ¯®²°¥¡®¢ ²¼, ·²®¡» ¢²®-
° ¿ ¯°®¨§¢®¤­ ¿ ¯¥°¥­®°¬¨°®¢ ­­®© ´³­ª¶¨¨ ° ¢­¿« ±¼ ¥¥ §­ -
·¥­¨¾ ¤«¿ ¨±µ®¤­®© f(x). �²® ®¡¥±¯¥·¨¢ ¥²±¿ ¢»¡®°®¬ ª®­±² ­²»
� = 2. �®«³·¥­­³¾ ¢ °¥§³«¼² ²¥ ´³­ª¶¨¾ ®¡®§­ ·¨¬ f1(X) =
= �f

�
f(X=�)

�
. �­  § ¤ ¥² ¯¥°¥­®°¬¨°®¢ ­­»© ®¯¥° ²®° ½¢®«¾-

¶¨¨ §  ¤¢  ¢°¥¬¥­­»µ ¸ £ . �®¢²®°¿¿ ½²³ ¯°®¶¥¤³°³ ¬­®£®ª° ²­®
± ²¥¬ ¦¥ ± ¬»¬ �, ¯®«³· ¥¬ °¥ª³°°¥­²­®¥ ´³­ª¶¨®­ «¼­®¥ ³° ¢-
­¥­¨¥ ��

fk+1(X) = �fk

�
fk

�
X

�

��
: (17.15)

�  °¨±. 17.13 ¯®ª § ­®, ª ª ¢¥¤³² ±¥¡¿ £° ´¨ª¨ ¤«¿ ¯¥°¢»µ ·«¥­®¢
¯®°®¦¤ ¥¬®© ³° ¢­¥­¨¥¬ (17.15) ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¨ ´³­ª¶¨© ¯°¨
§­ ·¥­¨¨ " ¢ ¨±µ®¤­®¬ ®²®¡° ¦¥­¨¨ ¬¥­¼¸¥¬, ° ¢­®¬ ¨ ¡®«¼¸¥¬

�¨±. 17.13. �¥©±²¢¨¥ �� ¯°¥®¡° §®¢ ­¨¿ (17.15) ­  ´³­ª¶¨¾ f(x) ¯°¨ §­ ·¥­¨¿µ
¯ ° ¬¥²°  " ¬¥­¼¸¥¬, ° ¢­®¬ ¨ ¡®«¼¸¥¬ ª°¨²¨·¥±ª®£®
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­³«¿. �°¨ " < 0 ± °®±²®¬ k £° ´¨ª ®¯³±ª ¥²±¿ ¸ £ §  ¸ £®¬ ¢­¨§,
  ¯°¨ " > 0 | ¯®¤­¨¬ ¥²±¿ ¢¢¥°µ, ² ª ·²® § §®° ¬¥¦¤³ £° ´¨-
ª®¬ ´³­ª¶¨¨ ¨ ¡¨±±¥ª²°¨±®© ³¢¥«¨·¨¢ ¥²±¿. � ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¥
" = 0 ¢¨¤ £° ´¨ª  ± °®±²®¬ ­®¬¥°  k ±² ¡¨«¨§¨°³¥²±¿. �­»¬¨
±«®¢ ¬¨, ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­®±²¼ ´³­ª¶¨© fk(x) ±µ®¤¨²±¿ ª ®¯°¥¤¥-
«¥­­®¬³ ¯°¥¤¥«³ | ´³­ª¶¨¨ g(x), ª®²®° ¿ ¤®«¦­  ³¤®¢«¥²¢®°¿²¼
³° ¢­¥­¨¾

g(X) = �g

�
g

�
X

�

��
: (17.16)

�­® ¢ ²®·­®±²¨ ±®¢¯ ¤ ¥² ¯® ¢¨¤³ ± ³° ¢­¥­¨¥¬ �¥©£¥­¡ ³¬ {
�¢¨² ­®¢¨· . �¤­ ª® ¤®¯®«­¨²¥«¼­»¥ ³±«®¢¨¿, ª®²®°»¬ ¯®¤·¨-
­¥­® °¥¸¥­¨¥ ³° ¢­¥­¨¿ (17.16), ±®¢±¥¬ ¤°³£¨¥. �¬¥­­®, ´³­ª¶¨¿
¤®«¦­  ®¡° ¹ ²¼±¿ ¢ ­³«¼ ¢ ­ · «¥ ª®®°¤¨­ ², ¨¬¥²¼ ² ¬ ¯°®¨§-
¢®¤­³¾, ° ¢­³¾ 1, ¨ ° §«®¦¥­¨¥ ¢ °¿¤ �¥©«®°  ¤®«¦­® ±®¤¥°¦ ²¼
ª¢ ¤° ²¨·­»© ·«¥­.

� ®²«¨·¨¥ ®² ³¤¢®¥­¨© ¯¥°¨®¤ , ´³­ª¶¨¿, ¯°¥¤±² ¢«¿¾¹ ¿ ±®-
¡®© ­¥¯®¤¢¨¦­³¾ ²®·ª³ ³° ¢­¥­¨¿ ��, ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¯¨± ­  ¢
 ­ «¨²¨·¥±ª®¬ ¢¨¤¥. � ª²¨·¥±ª¨ ¬» ³¦¥ ­ ¸«¨ ¥¥ ¢ ¯°¥¤»¤³-
¹¥¬ ° §¤¥«¥: g(X) = X=(1�X). �¥¯®±°¥¤±²¢¥­­®© ¯®¤±² ­®¢ª®©
¬®¦­® ³¡¥¤¨²¼±¿, ·²® ¯°¨ � = 2 ®­  ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³° ¢­¥­¨¾
(17.16).

�¥¯®¤¢¨¦­ ¿ ²®·ª  ³° ¢­¥­¨¿ �� ¿¢«¿¥²±¿ ±¥¤«®¬ ¨ ¨¬¥¥²
¥¤¨­±²¢¥­­®¥ ±³¹¥±²¢¥­­®¥ ­¥³±²®©·¨¢®¥ ­ ¯° ¢«¥­¨¥. �®¡±²¢¥­-
­®¥ ·¨±«® ¨ ±®¡±²¢¥­­»© ¢¥ª²®° ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ³° ¢­¥­¨¾, ª®²®-
°®¥ ±®¢¯ ¤ ¥² ¯® ´®°¬¥ ± (15.14):

�h(x) = �
h
g0
�
g
�x
�

��
h
�x
�

�
+ h

�
g
�x
�

��i
; (17.17)

­® §¤¥±¼ g(X) = X=(1 � X) ¨ � = 2. � ª ¬®¦­® ¯°®¢¥°¨²¼,
°¥¸¥­¨¥¬ ±«³¦¨² ´³­ª¶¨¿, ´¨£³°¨°³¾¹ ¿ ¢ (17.12) ¢ ª ·¥±²¢¥
¢²®°®£® ·«¥­ :

h0(X) =
1�X +X2=3

(1�X)2
; (17.18)

  ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ±®¡±²¢¥­­®¥ ·¨±«® ¥±²¼ �0 = � = 4. �±¨¬¯²®-
²¨·¥±ª®¥ ¢»° ¦¥­¨¥ ¤«¿ ¯¥°¥­®°¬¨°®¢ ­­®£® ®¯¥° ²®°  ½¢®«¾¶¨¨
§  2k ¸ £®¢ ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿, ±«¥¤®¢ ²¥«¼­®, ¢ ¢¨¤¥

fk(x) = g(x) + C�kh0(x); (17.19)
£¤¥ ª®­±² ­²  C ¯°®¯®°¶¨®­ «¼­  ". �°¨ ³¬¥­¼¸¥­¨¨ ° ±±²®¿­¨¿
®² ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ ¢ � = 4 ° §  ®¯¥° ²®° ½¢®«¾¶¨¨ §  ³¤¢®¥­­®¥
·¨±«® ¸ £®¢ ¨²¥° ¶¨© ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¨±µ®¤­»¬. � ½²®¬ ¢»° ¦ ¥²±¿
±¢®©±²¢® ±ª¥©«¨­£ . (�§ ° ±±¬®²°¥­­®© §¤¥±¼ ¢¥°±¨¨ ��  ­ «¨§ 
®­® ¯®«³· ¥²±¿ ¢ ¬¥­¥¥ ®¡¹¥¬ ¢¨¤¥, ·¥¬ ±´®°¬³«¨°®¢ ­® ¢ ª®­¶¥
¯°¥¤»¤³¹¥£® ° §¤¥« : ² ¬ °¥·¼ ¸«  ® ¯¥°¥±·¥²¥ ¬ ±¸² ¡  ¢°¥-
¬¥­¨ ­  ¯°®¨§¢®«¼­»© ´ ª²®° 
,   ­¥ ²®«¼ª® ®¡ ³¤¢®¥­¨¨.)


